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enel olarak büyüme eğrileri büküm noktasının olup olmamasına gö-
re iki sınıfa ayrılabilir. Şayet büyüme eğrisi büküm noktasına sahip-
se S-eğrisi olup belli bir noktaya kadar artan eğime sahip olacak

büküm noktasından sonra azalan bir eğim gösterecektir. Büyüme eğrisi bü-
küm noktasına sahip değil ise başlangıçtan itibaren azalan bir eğime sahip
olacaktır. Bu tip büyüme eğrilerinde başlangıçta eğrinin eğimi maksimum
olup ilerleyen değerler için gittikçe sıfıra yaklaşır. Her iki tip büyüme eğrisi
de artan değerlere karşılık üst sınırda bir asimptota sahip olacaktır. Ancak
büküm noktasına sahip olan bir büyüme eğrisi alt sınırda da bir asimptota sa-
hip olur. Büyüme eğrilerinde eğrinin belli zaman dilimindeki değerleriyle il-
gilenildiğinden analizlerde bu asimptot değerleri dikkate alınmamaktadır.

Büyüme Eğrilerinde
Polinomsal Yaklaşımın Kullanılması

ÖÖZZEETT  AAmmaaçç:: Çalışmada büyüme eğrileri olarak adlandırılan genelde iki asimptot doğru arasına
sıkıştırılmış eğrilerin polinomsal fonksiyonlarla incelenmesi amaçlanmıştır. GGeerreeçç  vvee  YYöönntteemmlleerr::
İncelemede kullanılacak olan yöntem Bernstein polinomlarının sürekli bir fonksiyona yaklaşım
yöntemidir. BBuullgguullaarr:: Yöntem, büyüme eğrileri ile ilgili kuramsal bir örnek ile açıklanmıştır.
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Bu na kar şı lık asimp tot de ğer le ri eğ ri nin bü küm nok-
ta sı nı ve aza lan eği me sa hip se eği min azal ma hı zı nı
et ki le di ğin den ol duk ça önem li dir. Bü yü me eğ ri le ri
ilk ola rak 1845’li yıl lar da top lum da ki nü fus ar tı şı nın
in ce len me si için kul la nıl mış tır. Bu in ce le me de ara-
nan ma te ma tik sel mo del za ma na bağ lı ola ca ğın dan 
t > 0 de ğiş ke ni ne bağ lı olan bir u(t) fonk si yo nu ve
bu nun eği mi ni gös te ren u′ (t) fonk si yo nun dan oluş-
mak ta dır. Bu iki fonk si yon bir bir le ri ne çe şit li şekil -
ler de eşit le ne rek çö züm le ri araş tı rıl mış ve bu
çö züm ler so nu cun da çe şit li S-eğ ri le ri el de edil miş tir.
Bu tip li in ce le me le rin en ge nel şek li aşa ğı da ki di fe -
ran si yel denk lem de bir leş ti ri le bi lir:1

Bu ra da h ve g fonk si yon la rı g(0) = h(0) = 0 eşit-
li ği ni sağ la ya cak şekil de se çi len ar tan fonk si yon lar -
dır. Denk lem de yer alan t za man de ğiş ke ni, α ise
asimp to tik de ğerdir.

Bu na ila ve ten t → ∞ ve t → −∞ için u′ (t) → 0
özel li ği sağ lan ma lı dır. Şim di (1) denk le min de ve-
ri len fonk si yon la rı özel ola rak be lir le ye rek bi li nen
bü yü me eğ ri le rin den ba zı la rı nın na sıl el de edi le bi -
le ce ği ni gös te re lim. İlk ola rak (1) denk le min de il-
gi le ni len fonk si yon lar aşa ğı da ki gi bi se çil sin:

h(u) = lnu, g(u) = cu

Bu du rum da di fe ran si yel denk lem: 

bi çi min de ola cak tır.

Bu di fe ran si yel denk le min çö zü mün den aşa ğı -
da ki Gom pertz bü yü me eğ ri le ri el de edi lir:

Bu ra da C ∈ R di fe ran si yel denk le min çö zü -
mün den bu lu nan in teg ral sa bi ti dir. İkin ci ola rak il-
gi le ni len fonk si yon lar:

for mun da ol sun lar. Bu du rum da di fe ran si yel denk -
lem:

bi çi min de el de edi lir.

Bu denk le min çö zü mün den aşa ğı da ki Von
Ber ta lanffy bü yü me eğ ri le ri el de edi lir:

Bu mo del de α, C, c, m ∈ R re el sa bit ler ol mak
üze re dört adet pa ra met re bu lun mak ta dır. m = 2 ve
C = 1/α ola rak se çil di ğin de mo del bi li nen lo jis tik
mo de le in dir ge ne cek tir. Üçün cü ola rak il gi le ni len
fonk si yon lar:

bi çi min de ol sun lar. Bu du rum da;

di fe ran si yel denk le mi el de edi lir. Bu denk le min çö-
zü mün den;

bi çi min de ki Ric hard bü yü me eğ ri le ri el de edi lir.
Ay nı za man da bu eğ ri;

bi çi min de de dü zen le ne bi lir.

Bu bü yü me eğ ri le ri nin ta ma mın da or tak olan
nok ta ay nı di fe ran si yel denk le min çö zü mün den el -
de edil miş ol ma la rı nın ya nı sı ra tü mü nün bü küm
nok ta sı na sa hip ol ma sı dır.

VERİ YAPISI
Ça lış ma da Bern ste in po li nom la rı nın sü rek li fonk si -
yon la ra yak la şı mı yön te mi kul la nı la ca ğın dan ve ri
ya pı sı Bern ste in po li no mu nu nun oluş tu ru la bil me -
si ne uy gun ol ma lı dır. Şöy le ki Bern ste in po li no mu
[0,1] ara lı ğın da ta nım lı bir po li nom ol du ğun dan bü-
yü me eğ ri le ri nin göz lem de ğer le ri bu ara lık ta sı kış -
tı rıl mış ve eşit ara lık lı ol ma lı dır. Ay nı za man da
bü yü me eğ ri si nin al dı ğı de ğer le rin üst sı nı rı nın ya -
ni eğ ri nin asimp to tu nun ne ol du ğu da önem li dir.
Şayet araş tır ma cı nın il gi len di ği du rum bü yü me eğ-
ri si nin bel li za man di li mi içe ri sin de ki göz lem de ğer-
le ri ise ek sen de ğiş tir me ye ge rek du yul mak sı zın
el de ki göz lem de ğer le ri yar dı mıy la he sap la ma lar ya-
pı la bi lir. An cak araş tır ma cı nın il gi len di ği du rum
bü yü me eğ ri si nin ta ma mı nı göz lem le ye bil mek ise
bu du rum da ek sen de ğiş tir me si ya pa rak po li nom de-
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ğer le ri ile po li nom de ğiş ken le ri nin ek sen le ri ni de-
ğiş tir me si ge rek mek te dir. n-in ci de re ce li bir Bern s-
te in po li no mu aşa ğı da ki eşit lik le ta nım la nır:2,3

Bu ra da ƒ ∈ C [0,1] ve Sn, (n,k) pa ra met re li bi -
nom da ğı lı mı na sa hip rast ge le de ğiş ken dir. Bu po-
li no mun en önem li özel li ği her bir ƒ ∈ C [0,1] için
düz gün ya kın sa ma sı dır,

Dik kat edi le cek olur sa lo jis tik bü yü me eğ ri sin -
de y ∈ [0,1] için Bern ste in po li no mu da x ∈ [0,1] ara-
lı ğın da yer al mak ta dır. Her iki eğ ri nin de bu ben zer
özel li ği ni kul la na rak lo jis tik bü yü me eğ ri si ni Bern s-
te in po li no mu yar dı mıy la oluş tur mak lo jis tik bü yü -
me eğ ri sin de pa ra met re tah mi ni için önem li bir
yön tem dir. Bu gi bi yön tem ler den ba zı la rı çe şit li
araş tır ma cı lar ta ra fın dan in ce len miş tir.7-11

POLİNOMUN OLUŞTURULMASI
Tah min denk le mi (2) eşit li ğin de ve ril di ği gi bi ol -
mak üze re n-in ci de re ce den bir po li nom olan mo -
del denk le mi oluş tu ru la cak tır. Ko lay lık ol ma sı
ba kı mın dan bu nun için ön ce lik le po li no mun kat sa-
yı la rı he sap lan sın. İlk ön ce k=0,1,...,n için C(n,k)ηk,
ηk = ƒ(k/n) çar pım la rı sı ra lan sın. Da ha son ra; 

ve ya 

vek tö rü nü n sa yı sı nın çift ve ya tek ol ma sı na gö re
bu çar pım lar dan il ki olan C (n,0)η 0 çar pı mı nın al-
tı na bir sü tun vek tö rü şek lin de yer leş ti ril sin. Bu iş -
lem her bir çar pım için ya pıl dı ğın da sı ra sıy la C
(n,1)η1 çar pı mı nın al tın da C(n-1)′ sü tun vek tö rü ve
son ola rak da C(n,n)ηn çar pı mı nın al tın da C(0)′=[C
(0,0)]=1 sa yı sı yer ala cak tır. Bu iş le min so nun da
aşa ğı da ki şema el de edi le bi lir:

Bu iş lem ler ta mam lan dık tan son ra her bir
vek tö rün bi rin ci ele ma nı ile ken di si ne ait olan
C(n,k)ηk kat sa yı sı nı çar pa rak top la ya lım. So nuç ta
el de edi len çar pım lar top la mı mo del de xn te ri mi -
nin kat sa yı sı ola cak tır. Be zer yol la her bir vek tö -
rün ikin ci ele ma nı ile ay nı iş lem tek rar lan dı ğın da
el de edi len sa yı xn-1 te ri mi nin kat sa yı sı ola cak tır.
Do la yı sıy la iş lem ta mam lan dı ğın da el de edi len po-
li nom şek lin de ki tah min denk le mi aşa ğı da ki form -
da olur:

El de edi len bu al go rit ma bu tip li mo del ler de
tah min denk le mi nin oluş tu rul ma sın da bü yük öl-
çü de ko lay lık sağ la mak ta dır.

ÖR NEK

İnce le nen hi po te tik ör nek te bel li bir za man di li -
min de eşit ara lık lı ola rak bü yü me eğ ri si ne ait olan
18 adet de ğer göz lem len miş ol sun. Göz lem vek tö -
rü aşa ğı da ki gi bi ol mak ko şu luy la (4) eşit li ğin de ve-
ri len tah min denk le mi ni oluş tur ma ya ça lı şa lım:

Bu ve ri ler yar dı mıy la (3)’de ve ri len şema nın
he sap lan mış ha li Tab lo 1’de dev ri ği alın mış şekil de
ve ril miş tir.

Bu durumda polinom katsayıları Tablo 2’de
gösterildiği şekilde elde edilir.

El de edi len po li nom dan bu lu nan tah min de-
ğer le ri aşa ğı da ki şekil de ola cak tır:

Bu du rum da açık la nan yön tem den el de edi len
ha ta ka re ler top la mı 0.487 ola rak bu lu na bi lir. Ha -
ta ka re ler top la mı, Lo jis tik mo de li için 1.39, Gom-
pertz mo de li için 1.19, Ric hards mo de li için 1.13 ve
Mo no mo le kü ler mo de li için ise 1.25 ola rak he sap -
lan mış tır. Açık la nan yön tem den el de edi len ha ta
ka re ler top la mı, di ğer dört doğ ru sal ol ma yan mo-
del den da ha kü çük tür. 

TARTIŞMA
Bu ça lış ma, bü yü me eğ ri le ri ne bir al ter na tif sun-
mak ta dır. Bu ra da po li nom sal fonk si yon lar la el de
edi len tah min denk lem le ri ile kes ti rim ler ya pı la -
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bil mek te dir. Kes ti rim le rin is ta tis tik sel ge çer li li ği -
nin kon tro lün de yön te me bağ lı ola rak gü ven ara-
lık la rı nın he sap lan ma sı na yö ne lik yön tem
açık lan mış tır.

Özel lik le tıb bi bi lim ler de ço cuk la rın bü yü me-
ge liş me sü reç le ri nin be lir len me sin de bü yü me eğ ri -
si mo del le ri sık lık la kul la nıl mak ta dır. Ge nel ola rak
bü yü me eğ ri le ri nin oluş tu rul ma sın da Ric hards,
Gom pertz, Lo jis tik ve Mo no mo le kü ler gi bi doğ ru -
sal ol ma yan mo del ler kul la nıl mış tır. Ta nı tı lan yön-
tem ile bir lik te bi li nen doğ ru sal ol ma yan bü yü me
eğ ri le ri ni in ce le yen çok faz la ça lış ma li te ra tür de bu-
lun ma mak ta dır. Bu ne den le iler de ki in ce le me ler de
doğ ru sal ol ma yan mo del ler ile açık la nan yön te min
tah min so nuç la rı nın de ğer len di ril me si ne yö ne lik

kap sam lı ça lış ma la rın ya pıl ma sı na ih ti yaç var dır. İl-
gi li yön tem son ra ki ça lış ma la rın ya pı la bil me si ne
iliş kin bi lim sel de tay la rı sun mak ta dır. Ge li şen bi li -

0.4 8.5 136 1020 4760 17326.4 37128 60288.8

-1 1 -1 1 -1 1 -1 1

17 -16 15 -14 13 -12 11 -10

-136 120 -105 91  -78 66 -55 45

680 -560 455 -364 286 -220 165 -120

-2380 1820 -1365 1001 -715 495  -330 210

6188 -4368 3003 -2002 1287 -792 462 -252

-12376 8008 -5005 3003 -1716 924 -462 210

19448 -11440 6435 -3432 1716 -792 330 -120

-24310 12870 -6435 3003 -1287 495 -165 45

24310 -11440 5005 -2002 715 -220 55 -10

-19448 8008 -3003 1001 -286 66 -11 1

12376 - 4368 1365 -364 78 -12 1 0

-6188 1820 -455 91 -13 1 0 0

2380 -560 105 -14 1 0 0 0

-680 120 -15 1 0 0 0 0

136 -16 1 0 0 0 0 0

-17 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0  0 0 0

85085 97240 93350.4 61880 35271.6 15470 4964 1003.68 127.67 7.58 

-1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1

9 -8 7 -6 5 -4 3 -2 1 0

-36 28 -21 15 -10 6 -3 1 0 0

84 -56 35 -20 10 -4 1 0 0 0

-126 70 -35 15 -5 1 0 0 0 0

126 -56 21 -6 1 0 0 0 0 0

-84 28 -7 1 0 0 0 0 0 0

36 -8 1 0 0 0 0 0 0 0

-9 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0  0 0 0 0 0 0

TABLO 1: Polinom katsayıları için hazırlanmış şema.

Polinomun derecesi Katsayı Polinomun derecesi  Katsayı

0   0.4  9 656370

1  1.7 10 -873215.2

2 54.4  11  778282.4

3 -272 12  -404695.2

4   952 13   17612

5 -618.8    14 154292

6 -17321.6  15    -123558.72

7  106964  16 44622.11

8  -333047    17 -6578.11

TABLO 2: Polinomun katsayıları.
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şim tek no lo ji le ri ne pa ra lel ola rak, söz ko nu su yön-
te min ge liş ti ril me si müm kün ola bi lir.

SONUÇ
Ya pı lan in ce le me de bü yü me eğ ri le rin de po li nom -
sal bir yak la şım kul la nı la rak tah min ya pıl ma ya ça-
lı şıl mış tır. Söz ko nu su ve ri de açık la nan yön tem ile
he sap la nan ha ta ka re ler top la mı, Ric hards, Gom-
pertz, Lo jis tik ve Mo no mo le kü ler mo del le ri için
he sap la nan de ğer ler den da ha kü çük tür. Bu yak la -
şım ha ta ka re ler top la mı nı bi li nen yak la şım lar dan
da ha mi ni mum el de ede bi lir. Ay rı ca tah min de ğer-
le ri için gü ven ara lık la rı da he sap la na bil mek te dir.
Şöy le ki; tah min po li no mu ile göz lem de ğer le ri ara-
sın da ki fark aşa ğı da ki üst sı nı ra sa hip tir:4

Bu ra da n göz lem sa yı sı ve  ile ve ri len fonk si -
yon ar dı şık göz lem de ğer le ri ara sın da ki fark la rın
mi ni mu mu nu gös ter mek te dir. Böy le lik le in ce le nen
ör nek ten aşa ğı da ki eşit siz lik bu lu nur:5,6

Bu ise tah min de ğer le ri ile göz lem de ğer le ri
ara sın da ki fark la rın 1.2’den kü çük ol ma sı ge rek ti -
ği ni gös ter mek te dir. Böy le lik le oluş tu ru la cak olan
gü ven ara lı ğı 0<α<1 ol mak üze re; 

bi çi min de olur.

So nuç ola rak; el de edi len tah min de ğer le ri  gü -
ven se vi ye sin de (y-1.2α,y+1.2α) ara lı ğın da ola cak -
tır.
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