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Biiytime Egrilerinde
Polinomsal Yaklagimin Kullanilmasi

The Polynomial Approach in Growth Curves

OZET Amag: Galigmada bityiime egrileri olarak adlandirilan genelde iki asimptot dogru arasina
sikigtirilmig egrilerin polinomsal fonksiyonlarla incelenmesi amaglanmigtir. Gereg ve Yontemler:
Incelemede kullanilacak olan ydntem Bernstein polinomlarimin siirekli bir fonksiyona yaklagim
yontemidir. Bulgular: Yéntem, biiytime egrileri ile ilgili kuramsal bir 6rnek ile agiklanmigtir.
Uygulanan yontem biiyiime egrileri olarak bilinen egri sinifinda veri sayisina bagh olarak bilinen
yontemlerden daha minimum hatayla gercek degerleri tahmin edebilmektedir. Sonug: Kullanilan
yontem bilinen y6éntemlerden daha diisiik hata vermesinin yani sira, tahmin degerleri i¢in giiven
araliklar olusturabilmektedir. Bu ise istatistiksel analizde énemli bir bulgu olup tahmin degerinin
gecerliligini istatistiksel anlamda desteklemektedir.

Anahtar Kelimeler: Biiytime egrileri, S-egrisi, biiytime modeli, Bernstein polinomu

ABSTRACT Objective: This study aimed to investigate the growth curves which are usually com-
pressed between two asymptote lines with polynomial functions. Material and Methods: The
method used is the approach of Bernstein polynomials to a continuous function. Results: The
method related to growth curves is explained with an hypothetic example. The applied method
known as growth curves methods can estimate the actual values with more minimum error than
other methods, which depends on the number of data. Conclusion: As well as the applied method
gives lower error than the known methods, the confidence intervals for the estimates can be ob-
tained. This finding is important in statistical analysis and supports the validity of estimates in sta-
tistical significance.

Key Words: Growth curves, S-curve, Growth model, Bernstein polynomial
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enel olarak biiyiime egrileri bitkiim noktasinin olup olmamasina go-

re iki sinifa ayrilabilir. Sayet biiytime egrisi biikiim noktasina sahip-

se S-egrisi olup belli bir noktaya kadar artan egime sahip olacak
biikiim noktasindan sonra azalan bir egim gosterecektir. Biiyiime egrisi bii-
kiim noktasina sahip degil ise baglangictan itibaren azalan bir egime sahip
olacaktir. Bu tip biiylime egrilerinde baglangicta egrinin egimi maksimum
olup ilerleyen degerler icin gittikce sifira yaklagir. Her iki tip biiyiime egrisi
de artan degerlere karsilik {ist sinirda bir asimptota sahip olacaktir. Ancak
biikiim noktasina sahip olan bir biiytime egrisi alt sinirda da bir asimptota sa-
hip olur. Bliylime egrilerinde egrinin belli zaman dilimindeki degerleriyle il-
gilenildiginden analizlerde bu asimptot degerleri dikkate alinmamaktadar.
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Buna karsilik asimptot degerleri egrinin biikiim nok-
tasini ve azalan egime sahipse egimin azalma hizim
etkilediginden olduk¢a 6nemlidir. Biiyiime egrileri
ilk olarak 1845’1i yallarda toplumdaki niifus artiginin
incelenmesi icin kullanilmistir. Bu incelemede ara-
nan matematiksel model zamana baglh olacagindan
¢t > 0 degiskenine bagl olan bir u(f) fonksiyonu ve
bunun egimini gosteren u' (f) fonksiyonundan olus-
maktadir. Bu iki fonksiyon birbirlerine gesitli sekil-
lerde esitlenerek ¢oziimleri aragtirilmig ve bu
¢oziimler sonucunda gesitli S-egrileri elde edilmistir.
Bu tipli incelemelerin en genel sekli agsagidaki dife-
ransiyel denklemde birlestirilebilir:'

u'(t) = g(®)[h(a) = h(u(®)]. (M

Burada h ve gfonksiyonlar1 g(0) = 4(0) =0 esit-
ligini saglayacak sekilde secilen artan fonksiyonlar-
dir. Denklemde yer alan ¢ zaman degiskeni, o ise
asimptotik degerdir.

Buna ilaveten t — co ve t > —ooi¢in u’ () > 0
ozelligi saglanmalidir. $imdi (1) denkleminde ve-
rilen fonksiyonlar: 6zel olarak belirleyerek bilinen
biiylime egrilerinden bazilarinin nasil elde edilebi-
lecegini gosterelim. i1k olarak (1) denkleminde il-
gilenilen fonksiyonlar asagidaki gibi seg¢ilsin:

h(u) = Inu, g(u) = cu

Bu durumda diferansiyel denklem:
u'(t)y=cu@®n(a/u()),c>0,a>0

bi¢iminde olacaktir.

Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden asag1-
daki Gompertz biiyiime egrileri elde edilir:

u(t) = a exp[-Cexp(—ct)]

Burada C € R diferansiyel denklemin ¢6zii-
miinden bulunan integral sabitidir. kinci olarak il-
gilenilen fonksiyonlar:

h(w)=u"", gu)=1-m)"u"

formunda olsunlar. Bu durumda diferansiyel denk-
lem:

w(t)y=cl-m) " u"(a"™"—u"™")

biciminde elde edilir.
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Bu denklemin ¢6ziimiinden asagidaki Von
Bertalanffy biiyiime egrileri elde edilir:

u(t)=la l=m _ Cexp (_Ct)]l/(lfm)

Bu modelde o, C, ¢, m € R reel sabitler olmak
iizere dort adet parametre bulunmaktadir. m =2 ve
C = 1/a olarak sec¢ildiginde model bilinen lojistik
modele indirgenecektir. Ugiincii olarak ilgilenilen
fonksiyonlar:

hw)=u"", guw)=c(m-1)"a ""u
bi¢iminde olsunlar. Bu durumda;
w'(@)=cm-1)"a "u(a "' -u"")

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6-
zimiinden;

u(t) — Cct/(m—l) [a m=1__ um—l ]l/(m—l) , m # 1

bi¢cimindeki Richard biiylime egrileri elde edilir.
Ayni zamanda bu egri;

u(t)=a [1+Cexp (_ct)]l/(m—l)

bi¢giminde de diizenlenebilir.

Bu biiyiime egrilerinin tamaminda ortak olan
nokta ayni diferansiyel denklemin ¢éziimiinden el-
de edilmis olmalarinin yani sira timiiniin bitkiim
noktasina sahip olmasidir.

IVERi YAPISI

Caligmada Bernstein polinomlarinin siirekli fonksi-
yonlara yaklasimi yontemi kullanilacagindan veri
yapist Bernstein polinomununun olusturulabilme-
sine uygun olmalidir. S6yle ki Bernstein polinomu
[0,1] araliginda tanimli bir polinom oldugundan bii-
ylime egrilerinin gozlem degerleri bu aralikta sikig-
tirilmig ve esit aralikli olmalidir. Ayni zamanda
biiylime egrisinin aldig1 degerlerin iist sinirinin ya-
ni egrinin asimptotunun ne oldugu da 6nemlidir.
Sayet aragtirmacinin ilgilendigi durum biiyiime eg-
risinin belli zaman dilimi igerisindeki gézlem deger-
leri ise eksen degistirmeye gerek duyulmaksizin
eldeki gozlem degerleri yardimiyla hesaplamalar ya-
pilabilir. Ancak aragtirmacinin ilgilendigi durum
biiytime egrisinin tamamini gozlemleyebilmek ise
bu durumda eksen degistirmesi yaparak polinom de-
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gerleri ile polinom degiskenlerinin eksenlerini de-
gistirmesi gerekmektedir. n-inci dereceli bir Berns-
tein polinomu agagidaki esitlikle tanimlanir:*?

Ef(Sn/n)=zn: fk/n) Cnk) x*(1-x)"", n=12,.. ()
k=0

Burada f € C[0,1] ve S;,, (n,k) parametreli bi-
nom dagilimina sahip rastgele degiskendir. Bu po-
linomun en 6nemli 6zelligi her bir f € C [0,1] i¢in
diizgiin yakinsamasidur,

Ef(S,/n)— f(x), n—>o

Dikkat edilecek olursa lojistik biiylime egrisin-
de ye [0,1]i¢in Bernstein polinomu dax e [0,1] ara-
liginda yer almaktadir. Her iki egrinin de bu benzer
ozelligini kullanarak lojistik biiyiime egrisini Berns-
tein polinomu yardimiyla olusturmak lojistik biiyii-
me egrisinde parametre tahmini i¢in 6nemli bir
yontemdir. Bu gibi yontemlerden bazilar1 gesitli

aragtirmacilar tarafindan incelenmigtir.”!!

I POLINOMUN OLUSTURULMASI
Tahmin denklemi (2) esitliginde verildigi gibi ol-
mak tizere n-inci dereceden bir polinom olan mo-
del denklemi olusturulacaktir. Kolaylik olmasi
bakimindan bunun i¢in 6ncelikle polinomun katsa-
yilar1 hesaplansin. i1k énce k=0,1,...,n igin C(n,k)n o
Ny = f(k/n) carpimlari siralansin. Daha sonra;

C'(n) =[C(n,0),-C(n), -..,C(n,n)]

veya

C (n) =[-C(n,0),C(n,)), ...,C(n,n)]

vektoriinii n sayisinin gift veya tek olmasina gore
bu ¢arpimlardan ilki olan C (n,0)n ( carpiminin al-
tina bir stitun vektori seklinde yerlestirilsin. Bu is-
lem her bir ¢arpim igin yapildiginda sirasiyla C
(n,1)ny carpiminin altinda C(n-1) 'stitun vektorii ve
son olarak da C(n,n)n,, arpiminin altinda C(0)=[C
(0,0)]=1 sayis1 yer alacaktir. Bu islemin sonunda
asagidaki sema elde edilebilir:

C(n,0)n, C(n,hn, C(n,m)n,
C(n,0) -C(n-1,0)
—C(n,)) C(n-1)) 0
: : : (3)
C(n—-1n-1)
C(n,n) 0 0
56
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Bu islemler tamamlandiktan sonra her bir
vektoriin birinci eleman: ile kendisine ait olan
C(n,k)ny katsayisini carparak toplayalim. Sonugcta
elde edilen ¢arpimlar toplami modelde x" terimi-
nin katsayis: olacaktir. Bezer yolla her bir vekto-
riin ikinci eleman ile ayni islem tekrarlandiginda
elde edilen say1 x"/ teriminin katsayis1 olacaktir.
Dolayisiyla islem tamamlandiginda elde edilen po-
linom seklindeki tahmin denklemi agsagidaki form-
da olur:

Ax) =Y S Cin—k, )Cmbyn  x" . @)

Elde edilen bu algoritma bu tipli modellerde
tahmin denkleminin olusturulmasinda biiyiik 61-
¢lide kolaylik saglamaktadir.

ORNEK

Incelenen hipotetik 6rnekte belli bir zaman dili-
minde esit aralikli olarak biiyiime egrisine ait olan
18 adet deger gozlemlenmis olsun. Gozlem vekto-
rii agsagidaki gibi olmak kosuluyla (4) esitliginde ve-
rilen tahmin denklemini olusturmaya caligalim:
Y = (04 0.5 15155 2; 2.8; 3; 3.1; 3.5; 4; 4.8; 55 5.7; 6.5, 7.3; 7.38; 7.51; 7.58)
Bu veriler yardimiyla (3)’de verilen semanin
hesaplanmuis hali Tablo 1’de devrigi alinmis sekilde
verilmisgtir.

Bu durumda polinom katsayilar1 Tablo 2’de
gosterildigi sekilde elde edilir.

Elde edilen polinomdan bulunan tahmin de-
gerleri agagidaki sekilde olacaktir:

7= (0.4; 0.6;1.05;1.5; 2.02; 2.4; 2.9, 3.3;3.7; 4.1; 4.4; 4.5, 4.9; 5.69; 6.51; 7.28; 7.37; 7.58)

Bu durumda agiklanan yontemden elde edilen
hata kareler toplami 0.487 olarak bulunabilir. Ha-
ta kareler toplami, Lojistik modeli i¢in 1.39, Gom-
pertz modeli i¢in 1.19, Richards modeli i¢in 1.13 ve
Monomolekiiler modeli i¢in ise 1.25 olarak hesap-
lanmigtir. Agiklanan yontemden elde edilen hata
kareler toplami, diger doért dogrusal olmayan mo-
delden daha kiigtiktiir.

I TARTISMA

Bu c¢aligma, biiytime egrilerine bir alternatif sun-
maktadir. Burada polinomsal fonksiyonlarla elde
edilen tahmin denklemleri ile kestirimler yapila-
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TABLO 1: Polinom katsayilari i¢in hazirlanmis sema.

0.4 8.5 136 1020 4760 17326.4 37128 60288.8
-1 1 -1 1 g 1 -1 1
17 -16 15 -14 13 -12 11 -10
-136 120 -105 91 -78 66 -55 45
680 -560 455 -364 286 -220 165 -120
-2380 1820 -1365 1001 715 495 -330 210
6188 -4368 3003 -2002 1287 792 462 -252
-12376 8008 -5005 3003 1716 924 -462 210
19448 -11440 6435 -3432 1716 792 330 -120
24310 12870 -6435 3003 -1287 495 -165 45
24310 -11440 5005 -2002 715 -220 55 -10
-19448 8008 -3003 1001 -286 66 -11 1
12376 - 4368 1365 -364 78 -12 1 0
-6188 1820 -455 91 -13 1 0 0
2380 -560 105 -14 1 0 0 0
-680 120 -15 1 0 0 0 0
136 -16 1 0 0 0 0 0
-17 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
85085 97240 93350.4 61880 35271.6 15470 4964 1003.68 127.67 7.58
-1 1 -1 1 g 1 -1 1 -1 1
9 -8 7 6 5 -4 3 -2 1 0
-36 28 -21 15 -10 6 -3 1 0 0
84 -56 35 -20 10 -4 1 0 0 0
-126 70 -35 15 -5 1 0 0 0 0
126 -56 21 6 1 0 0 0 0 0
-84 28 -7 1 0 0 0 0 0 0
36 -8 1 0 0 0 0 0 0 0
-9 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

bilmektedir. Kestirimlerin istatistiksel gecerliligi-
nin kontroliinde yonteme baglh olarak giiven ara-
liklarinin

hesaplanmasina yo6nelik yontem

aciklanmugtir.

Ozellikle tibbi bilimlerde ¢ocuklarin biiyiime-
gelisme siireglerinin belirlenmesinde biiyiime egri-
si modelleri siklikla kullanilmaktadir. Genel olarak
bliylime egrilerinin olusturulmasinda Richards,
Gompertz, Lojistik ve Monomolekiiler gibi dogru-
sal olmayan modeller kullanilmigtir. Tanitilan yon-
tem ile birlikte bilinen dogrusal olmayan biiyiime
egrilerini inceleyen ¢ok fazla ¢aligma literatiirde bu-
lunmamaktadir. Bu nedenle ilerdeki incelemelerde
dogrusal olmayan modeller ile agiklanan yéntemin
tahmin sonuglarinin degerlendirilmesine yonelik

Turkiye Klinikleri J Biostat 2009;1(2)

TABLO 2: Polinomun katsayilari.

Polinomun derecesi Katsayl Polinomun derecesi  Katsayi
0 0.4 9 656370
1 1.7 10 -873215.2
2 54.4 11 778282.4
3 -272 12 -404695.2
4 952 13 17612
5 -618.8 14 154292
6 -17321.6 15 -123558.72
7 106964 16 4462211
8 -333047 17 -6578.11

kapsaml galigmalarin yapilmasina ihtiyag vardir. 11-
gili yontem sonraki caligmalarin yapilabilmesine
iliskin bilimsel detaylar1 sunmaktadir. Gelisen bili-
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sim teknolojilerine paralel olarak, s6z konusu yon-
temin gelistirilmesi miimkiin olabilir.

[ SONUC

Yapilan incelemede biiyiime egrilerinde polinom-
sal bir yaklagim kullanilarak tahmin yapilmaya ¢a-
hsilmistir. S6z konusu veride agiklanan yontem ile
hesaplanan hata kareler toplami, Richards, Gom-
pertz, Lojistik ve Monomolekiiler modelleri i¢in
hesaplanan degerlerden daha kiigiiktiir. Bu yakla-
sim hata kareler toplamini bilinen yaklagimlardan
daha minimum elde edebilir. Ayrica tahmin deger-
leri i¢in giliven araliklar1 da hesaplanabilmektedir.
S6yle ki; tahmin polinomu ile gézlem degerleri ara-
sindaki fark asagidaki tist sinira sahiptir:*

BUYUME EGRILERINDE POLINOMSAL YAKLASIMIN KULLANILMASI

Burada n gézlem sayis1 ve ile verilen fonksi-
yon ardisik gozlem degerleri arasindaki farklarin
minimumunu gostermektedir. Boylelikle incelenen
ornekten asagidaki esitsizlik bulunur:>®

“A(x) - YHs 12 (6)

Bu ise tahmin degerleri ile gozlem degerleri
arasindaki farklarin 1.2’den kiigiik olmas: gerekti-
gini gostermektedir. Boylelikle olusturulacak olan
giiven aralig1 0<a<l olmak iizere;

P(y-12a< Ax)<y+12a)=a ()

biciminde olur.

Sonug olarak; elde edilen tahmin degerleri gii-
ven seviyesinde (y-1.2a,y+1.2a) araliginda olacak-

“A(x) - Y”S (3/2)wl/n-1). C—
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